
动态规划与强化学习
补充习题

德梅萃·P. 博赛卡斯（Dimitri P. Bertsekas）
李宇超（Yuchao Li）

习题 1 [Ber17, 习题 2.1] 考虑由节点（node）1, . . . , 6 以及连接它们的
边（edge）构成的图（graph）如图 1所示。请采用动态规划算法计算节点
1, . . . , 5 到节点 6 的最短路径。采用编程或者手算方式均可。提示：在此问
题中，阶段数目 N 应当设为多少？每阶段中应当包含哪些状态呢？
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图 1: 习题 1 中涉及的图。标注于边旁的数值表示边长。

习题 2 [Ber17, 习题 1.8] 考虑计算如下矩阵序列的乘积：

M1M2 · · ·MkMk+1 · · ·MN ,

其中矩阵 Mk 的维度为 nk × nk+1。在计算该乘积时，相邻矩阵乘积运算的
顺序将影响计算量。例如，当计算 M1M2M3 时，如果 n1 = 10，n2 = 10，
n3 = 1 且 n4 = 10，那么

(
(M1M2)M3

)
需要执行 20 次标量乘积运算，而(

M1(M2M3)
)
则需要执行 200次（m×n和 n×k 维的两个矩阵相乘需要执

行 mnk 次标量乘积运算。）请采用动态规划的方法计算出最优的乘积顺序。
习题 3 在本习题中，我们考虑动态规划算法在解决确定性的有限阶段

有限状态问题时的计算复杂度。假设在此问题的阶段为 k = 0, 1, . . . , N，即

1



共有 N +1 个阶段。每阶段中状态 xk 数量的上限为 n，即阶段 k 最多有 n

个不同的状态。类似的，每个控制约束集 Uk(kk)中最多有 m个元素。那么，
在执行动态规划算法时，最多需要做多少次求和计算呢？与之相比，如果采
取穷举法，最多需要考虑多少种不同的控制序列 {u0, u1, . . . , uN−1} 呢？
习题 4 [Ber17, 习题 1.6] 假设我们有一艘船，其最大载重量为 z，船上

要装载 N 种不同数量的不同物品。设 vi 表示第 i 种物品的价值，wi 表示
第 i 种物品的重量，xi 表示船上装载的第 i 种物品的数量。问题是要找到
最有价值的货物，即最大化

N∑
i=1

xivi

同时满足约束条件
N∑
i=1

xiwi ⩽ z

且 xi = 1, 2, . . . , N . 请用动态规划来表述这个问题。
习题 5 考虑习题 1 中的最短路径问题。请采用策略前展算法（rollout）

给出该问题的近似解。提示：可以采用贪心策略作为策略前展中的启发式方
法。例如，当处于节点 3 时，可选的下一个节点包括了节点 5 和节点 6。贪
心策略比较前往这两个节点的边的长度（即 5 和 9），并选择前往边长较短
的后续节点（即对应于边长 5 的节点 5）。
习题 6 [Ber17,例 3.5.1]某智力竞赛共有N 道题目，记作题目 1, 2, . . . , N。

参赛者可以自由选择其答题次序，当答对题目 i 时，参赛者可以得 Ri 的奖
励，并继续回答后续问题。一旦某题目回答错误，参赛者便不可以回答后续
问题。小明答对题目 i 的概率为 pi，那么他应当如何安排答题顺序从而使
他期望的收益最大化呢？请采用动态规划给出该问题的解析解。提示：在此
问题中，什么是状态、控制和系统呢？
习题 7 [Ber76, 第一章习题 14] 某农民每年收获 xk 单位重量的粮食。

他将 (1− uk)xk 的粮食储藏起来，而另外的 ukxk 粮食则用于促进增产，即
0 ⩽ uk ⩽ 1 决定了投资占收获的比例。假设下一年度粮食产量 xk+1 满足

xk+1 = xk + wkuk, xk, , k = 0, 1, . . . , N − 1.

其中 wk 是独立的随机变量，其概率分布不依赖于 xk，uk 和 k。而且，我
们记 E{wk} = w̄。那么我们要求解的最优控制问题为选择投资策略从而最
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大化年后剩余粮食总储量的期望值，即

E
wk

k=0,1,...,N−1

{
xN +

N−1∑
k=0

(1− uk)xk

}
.

习题 8 假设某玩家参加某个探险游戏，每次可选择在规定时间内在甲、
乙和丙三处寻宝。每处都有确定的概率找到宝藏或触发陷阱。假设每个玩家
最多可以寻找三轮，每次只能选择一处寻宝。若触发陷阱，则本轮及后续奖
励均清零；若安全（不论是否寻到宝藏），则可以继续做下一次选择。是否
触发陷阱与是否发现宝藏相互独立。每轮结束后，所有地方宝藏和陷阱将会
重置（如果上一轮中发现了宝藏，则会添加新的宝藏），且不同阶段可以选
择同一地点进行探索，并且同一地点在不同轮次中发现宝藏和触发陷阱的
概率不变。甲处发现宝藏的概率是 0.5，奖励是 20，触发陷阱的概率是 0.2；
乙处找到宝藏的概率是 0.7，奖励 15，触发陷阱的概率是 0.3；丙处发现宝
藏的概率是 0.3，奖励 30，触发陷阱的概率是 0.1。采用动态规划求解此问
题。
习题 9 [Ber22, 习题 1.5] 本习题的目的是通过一维的线性二次型问题

来体现策略迭代与牛顿法的等效性。在此问题中，系统为 f(x, u) = x+ bu，
阶段费用为 g(x, u) = x2 + ru2，其中 b ̸= 0 且 r > 0。

（a） 请验证贝尔曼方程

Kx2 = min
u∈ℜ

[
x2 + ru2 +K(x+ bu)2

]
可以写作等效形式 H(K) = 0，其中

H(K) = K − rK

r + b2K
− 1.

（b） 现考虑策略迭代算法

Kk =
1 + rL2

k

1− (1 + bLk)2
,

其中
Lk+1 = − bKk

r + b2Kk

,

且 µ(x) = L0x 为起始策略。证明该算法等效于通过牛顿法

Kk+1 = Kk −

(
∂H(Kk)

∂K

)−1

H(Kk)

求解贝尔曼方程 H(K) = 0。
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（c） 请将上述结论推广到系统为 f(x, u) = ax+ bu，阶段费用为 g(x, u) =

qx2 + ru2，其中 a, b ̸= 0 且 q, r > 0 的情况。

40 m40 m20 m

1 m 50 m

图 2: 习题 10 中讨论的自动驾驶问题示意图。

习题 10 [LCM20] 本习题的目的是练习使用状态扩充（state augmen-
tation）将含有复杂控制约束的问题描述为标准的动态规划问题。考虑某自
动驾驶卡车的转向控制问题；如图3所示。该问题共有 N 个阶段。在第 k 个
阶段，状态 xk 表示当前车辆距离规划轨迹的偏差，并且 xk 应处于集合 Xk

中。控制 uk 表示该阶段方向盘的转向，并且对于 k = 1, . . . , N − 1，该阶段
的控制需满足

uk ∈ Uk(xk), |uk − uk−1| ⩽ ϵ,

此处 uk−1 表示第 k − 1 个阶段的控制，而 ϵ 为某个给定常数。其中约束
|uk − uk−1| ⩽ ϵ 表示相邻两个时刻方向盘转向的差值不能超过 ϵ。初始时刻
的控制 u0 需满足 u0 ∈ U0(x0)。假设该问题的系统函数为 xk+1 = fk(xk, uk)，
阶段费用函数为 gk(xk, uk)，且终止阶段费用为 gN (xN )。请通过状态扩充方
法将该问题表述为标准的动态规划问题。
习题 11本习题的目的是通过编程的方式验证牛顿法用于无穷阶段线形

二次型问题时的超线性收敛。考虑一维的线形二次型问题，系统为 f(x, u) =

2x+ u，阶段费用为 g(x, u) = x2 + u2。

（a） 编写值迭代算法的代码，找出最优费用函数的参数 K∗，即找出非负的
参数 K∗，使其满足

K∗x2 = min
u∈ℜ

[x2 + u2 +K∗(2x+ u)2].

（b） 当终止费用函数近似为 K̃x2，通过一步前瞻最小化得到的策略 µ̃1 满
足 µ̃1(x) = L1x，其中

L1x ∈ arg min
u∈ℜ

[x2 + u2 + K̃(2x+ u)2]. (1)
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图 3: 习题 11（d）得到的图。

显然，不同取值的 K̃ 将会影响得到的一步前瞻 µ̃1(x) = L1x。请计算
K̃1，从而使得到的一步前瞻策略满足 2 + L1 = 1。

（c） 类似的，两步前瞻最小化得到的策略 µ̃2 满足 µ̃2(x) = L2x，其中

L2x0 ∈ arg min
u0∈ℜ

[
x2
0+u2

0+ min
x1=2x0+u0,u1∈ℜ

[x2
1+u2

1+K̃(2x1+u1)
2]
]
. (2)

请计算 K̃2，从而使得到的两步前瞻策略满足 2 + L2 = 1。

（4） 给定某策略 µ(x) = Lx，如果满足 |2 + L| < 1，那么该策略的费用函
数为 Kµx

2，其中 Kµ 满足

Kµ =
1 + L2

1− (2 + L)2
.

请通过编程在同一图中画出两条曲线：两图的横坐标均为 K̃，在第一
条曲线中，纵坐标为 Kµ̃1

−K∗，其中 µ̃1 由式(1)给出；第二条曲线的
纵坐标为 Kµ̃2

−K∗，其中 µ̃2 由式(2)给出。提示：在画第一条曲线时，
K̃ 的取值范围是什么呢？类似的，画第二条曲线时呢？

习题 12 [KG88] 本习题的目的是通过编写代码实现课程中讲解的经典
形式的模型预测控制。我们考虑线性系统 f(x, u) = Ax+Bu，其中

A =

[
1 1

0 1

]
, B =

[
0

1

]
.
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阶段费用为 g(x, u) = x′Qx+Ru2，其中

Q =

[
1 0

0 1

]
, R = 1.

在此基础上，我们要求状态的每个组分的绝对值小于 5，即状态 x 处于约束
集 X 中，且

X = {x |x = (y, z), |y| ⩽ 5, |z| ⩽ 5}.

控制约束不随状态改变，即 U(x) = U，且

U = {u | |u| ⩽ 1}.

针对上述问题，请编程实现教材中式 (1.85)-(1.88) 所表示的经典形式
的模型预测控制。其中参数 ℓ 可以设为 5。通过随机生成属于约束集 X 的
初始状态 x0 测试所得模型预测控制的性能。另外，也可以尝试扩大或减小
ℓ 的取值，探索其对于所得策略性能的影响。
习题 13 考虑上一题中定义的无穷阶段最优控制问题。接下来我们尝试

一种模型预测控制的变形。

（a） 让我们首先考虑一个线性二次型问题，其中的系统方程和阶段费用分
别为

xk+1 = Axk +Buk, x′
kQxk + ukRuk,

这里的 A、B、Q 和 R 的取值见上一题。教材中给出的值迭代算法可
拓展适用于该问题。具体而言，定义 K0 为 0 矩阵，那么值迭代即生
成一个矩阵序列 {Ki}，满足

Ki+1 = A′KiA− (A′KiB)(R+B′KiB)−1(B′KiA) +Q.

请编程实现该算法，并检验所得的矩阵序列 {Ki} 是否收敛。

（b） 假设所得的矩阵序列 {Ki} 收敛。我们将该序列的极限记为 K∗。接下
来我们将修改上一题目中的模型预测控制算法。具体而言，去掉约束
xk+ℓ = 0，并将优化目标修改为

x′
k+ℓK

∗xk+ℓ +
k+ℓ−1∑
t=k

g(xt, ut),

其余部分保持不变。通过随机生成属于约束集 X 的初始状态 x0 测试
所得模型预测控制的性能。另外，也可以尝试扩大或减小 ℓ的取值，探
索其对于所得策略性能的影响。
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（c） 比较本题中的模型预测控制与上一题目中模型预测控制性能的差异。
另外，当选取的 ℓ 较小时，是否出现了从某一初始状态 x0 开始，模型
预测控制对应的优化问题有解，但在该控制的作用下，后续某阶段 k

时，模型预测控制对应的问题没有解了呢？

习题 14 [Ber17, 习题 3.24，哈代定理] 令 {a1, . . . , an} 和 {b1, . . . , bn}
表示实数数列。我们希望给每个 i 分配不同的 ji，从而最大化

∑n
i=1 aibji。

（a） 请采用动态规划给出该问题的解析解。提示：在此问题中，什么是状
态、控制和系统呢？

（b） 尽管该问题有解析解，但接下来我们将通过编程实现策略前展（rollout）
算法，从而给出该问题的近似解，并将其与解析解给出的最优做比较，
以便观察最优解、基本启发式（base heuristic）给出的解、以及前展策
略（rollout policy）给出的解的关系。随机生成实数序列 {a1, . . . , an}
和 {b1, . . . , bn}，采用贪心策略作为基本启发式，实现策略前展算法。
测试 n = 10, 50, 100 时对应的问题，并比较最优解、基本启发式给出
的解、以及前展策略给出的解的关系。

（c） 尝试采用其他的基本启发式并采用策略前展算法求解 n = 10, 50, 100

时对应的问题。

习题 15 在习题 4 中，我们考虑了在船上放置物品的问题，以求最大化
货船商品的价值。在本题目中，我们将编程求解其精确和近似解，并加以比
较。

（a） 编写程序随机生成问题中的参数，包括商品种类数目 N、最大载重量
z、第 i 种商品的价值 vi 和单位重量 wi。

（b） 编写程序给出相关问题的精确解。提示：该问题为典型的整数规划问
题，有众多的开源软件可用于求解该问题；例如https://docs.scipy.
org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.milp.html

（c） 尝试设计多个启发式方法，给出该问题的次优解。

(d) 利用上述的启发式方法，编程计算相应的策略前展给出的解，验证所
得解是否优于相应的基本启发式的解，并将所得结果与最优解相比较。
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(e) 将上述的基本启发式结合，从而得到一个超级启发式方法，并以此为
基本启发式，计算相应的策略前展所得的解。将所得结果与所有启发
式所得的解、(e)中利用单一启发式得到的策略前展的解以及最优解进
行比较。

习题 16 假设我们采用 20 步前瞻最小化（20-step lookahead minimiza-
tion）求解某问题，此时的前瞻最小化就对应于在图 4所示的树状图中，找
出从最上端的节点（对应于当前状态 x0）到最下端一层的最短路径，且
最下端的节点 x20 还包含终止费用 J̃(x20)。除去终止费用外，其余各边的
长度均为 0。图中第 20 层共有 21 个节点，其终止费用从左到右依次为
3, 5, 4, 2, 0,−2,−5,−3,−1, 1, 0, 2, 3, 4, 5, 4, 3, 2, 1, 3, 2。请通过编程实现增量
策略前展（incremental rollout）从而给出该最短路径问题的近似解。基本
策略可以是固定选取某一侧的边，也可以是交替选取一侧的边。尝试采用不
同的 δ 取值并比较该算法的性能。

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
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图 4: 习题 15 中涉及的图。该树状图中，ℓ = 20。最上端的节点为当前状态
x0，最下一层含有 21 个节点，代表了不同的 x20。

习题 17 考虑习题 1 中的最短路径问题。采用前向动态规划求解该问
题。比较前向动态规划与一版动态规划的计算量，并讨论前向动态规划方法
可能具备的优势。
习题 18 [Ber17,第 3.4节]考虑涉及 N = 5阶段的资产出售问题。在该

问题中，我们根据买方出价来决定是否出售资产，从而最大化换算到 N = 5
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这一的阶段预期收益。该问题中的初始阶段的状态空间为 X0 = {0}，后续
阶段的状态空间为 Xk = {8, 9, 10, T}，k = 1, 2, . . . , N，其中 T 表示资产已
经出售。对于所有阶段，我们都有两个控制选项：u = 0 代表接受上一阶段
的报价出售资产，以及 u = 1 代表拒绝已有报价等待本阶段新的随机报价。
我们将 k 阶段收到的新报价记为 wk ∈ {8, 9, 10}。那么对于 xk ̸= T，系统
的状态函数 fk 为

xk+1 =

wk 如果 u = 1,

T 如果 u = 0.

当处于阶段 N 时，对于 xN ̸= T，终止收益为 gN (xN ) = xN。对于 k ̸= N

以及 xk ̸= T，每阶段收益为

gk(xk, uk) =

0 如果 u = 1,

(1 + r)N−kxk 如果 u = 0.

其中 r = 0.1 表示利率。显然一旦处于 T，后续阶段也将处于 T，并且不再
有收益。我们的目标是找出 π = {µ0, µ1, . . . , µN−1} 从而最大化

E
wk

k=0,1,...,N−1

{
gN (xN ) +

N−1∑
k=0

g
(
xk, µk(xk), wk

)}
.

假设在 k = 0, 1, . . . , N −2阶段时，wk 为 8, 9, 10的概率分别为 0.3, 0.5, 0.2，
而 wN−1 取 8, 9, 10 的概率则为 0.5, 0.2, 0.3。请编程求解如下问题。

（a） 请采用动态规划给出该问题的最优解。

（b） 假定基本策略 π 为 xk > 8 即选择接受报价，请编程计算相应的一步
前瞻策略前展策略 π̃。请通过解析计算以及采样平均两种方式来计算
Jπ,k。样本数可设定为 50。比较其与最优解的关系。

（c） 基于（b）中的基本策略 π，请采用讲义中例 2.7.4的方法，运用蒙特卡
罗树搜索（MCTS）计算一步前瞻的策略。样本总量为 20。比较其与
最优解的关系。提示：为了在探索项 R 中将常数 c设为 c =

√
2，Q-因

子的取值需要缩放到 [0, 1] 的范围内。

习题 19 [ERL+23] 本习题的目的是学习运用多智体策略前展算法求解
多智体路径规划问题，我们将考虑图5中涉及的三种不同的情境。图中的实
心圆代表机器人，而同色的空心圆则是相应的目的地。各机器人的编号为：
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蓝色 1 号，红色 2 号，绿色 3 号。我们的目标是为三个机器人规划路径，
使其尽快抵达各自目的地，并避免碰撞。黑色实心方块为静置障碍物，此外
机器人也不允许移动到黑色边框标注的围墙之外。每时刻各机器人可最多
选择‘上’、‘下’、‘左’、‘右’和‘静止’五个控制，分别对应于移动到
当前网格的相邻网格或停留在原网格。每个机器人在没有到达目的地前，每
时刻费用为 1，而一次碰撞的费用为 200。因此最小化各机器人的总费用就
代表了我们的设计需求。请编程求解如下问题。在涉及策略前展算法的题目
中，当有多个控制可以取得最小值并且基本策略给出的控制是其中之一时，
我们选取基本策略给出的控制。

u

图 5: 习题 9中涉及的图。箭头给出了假设其他机器人不存在时的最短路径。

（a） 在假设环境中不存在其他机器人的前提下，采用前向动态规划（forward
dynamic programming）求解各机器人到达其目的地的最短路径。

（b） 以（a）中方法为基本策略，采用一般策略前展算法计算当前时刻各机
器人的控制。提示：以左图为例，1 号机器人当前所有控制都可行，即
有 5 个控制选择；2 号和 3 号机器人则有 4 个控制可选。因此，当前
时刻需要考虑的控制个数为 5×4×4个，即需要执行同等数目的仿真。

（c） 以（a）中方法为基本策略，采用多智体策略前展算法计算当前时刻各
机器人的控制。其中执行优化的顺序为机器人编号次序。比较其与一
般策略前展算法的计算量。

（d） 针对右侧图中的问题，以（a）中方法为基本策略，采用多智体策略前
展算法计算当前时刻各机器人的控制。其中执行优化的顺序为机器人
编号的倒序，即先优化 3 号机器人，然后 2 号，最后 1 号。比较所得
控制与（c）中的差别。

习题 20 [MLWB24] 本习题的目的是通过编程实现值空间近似算法来
近似求解多维任务分配问题（multidimensional assignment problem）。考虑
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图6所示的 6维多任务分配问题。该问题共涉及 6维（节点层）。每一层中有 4
个节点。每层中的任意节点都可以与相邻层中的任意节点相连。我们将含有
6 个节点、且每个节点都属于不同层的集合称为组（grouping）。如果 4 个组
满足两两之间交集均为空集，我们就称这 4 个组为一个分配（assignment）。
假设每个组都有给定的权重值，那么我们的问题就是找出 4 个组的权重之
和最小的分配。

Three-Dimensional Assignment Problem 3 Jobs

节点层

6维多任务分配问题

图 6: 习题 20 中的 6 维多任务分配问题。图中标注的 4 条红线构成了一个
分配。

（a） 请通过编写代码为该问题中的所有组随机分配权重。提示：该问题中
共有多少不同的组呢？

（b） 在该问题中，共有多少种可能的分配呢？请采用穷举法给出该问题的
最优解。（当问题涉及 20 维度而非 6 维时，穷举法是否可行呢？）

（c） 根据教材例 2.2.1 中的方法，将本问题描述为最优控制问题。通过随机
方式得到一个分配，并基于此构造费用函数近似，并通过依次求解 5个
2 维多任务分配问题得到原问题的近似解。比较近似解与精确解的差。
提示：2维多任务分配问题可通过众多的开源软件求解；例如https://
docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.
linear_sum_assignment.html

（d） 尝试增大维度数目，重复上述实验。

习题 21 [Ber20, 例 3.1.4] 本习题的目的是更深入地了解增量梯度法在
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求解优化问题时的行为。我们考虑采用梯度法求解如下问题：1

minimize f(y) =
1

2

m∑
i=1

(ciy − bi)
2

subject to y ∈ ℜ,

其中 ci 和 bi 是给定标量，且对所有 i 都有 ci ̸= 0。对于单个组分 fi(y) =
1
2
(ciy − bi)

2，取得最小值的点是

y∗i =
bi
ci
,

而二次型费用函数 f 的最小值点则是

y∗ =

∑m
i=1 cibi∑m
i=1 c

2
i

.

x
*

x
R

(ciy − bi)2

2 RR mini y
∗

i

∗

i
maxi y

∗

i

偏远区 偏远区困惑区

图 7: 习题 21 中优化问题的偏远区与困惑区。

（a） 证明 y∗ 处于组分最小值点构成的区域

R =
[

min
i

y∗i ,max
i

y∗i

]
之内。

（b） 采用增量梯度法求解该问题时，计算公式为

yk+1 = yk − γkcik(ciky
k − bik).

1下列问题中，“minimize”表示“最小化”，而“subject to”则表示“约束条件为”。
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假设 yk ̸∈ R，请证明如果 γk ⩽ mini
1
c2i
，那么 yk+1 比 yk 更靠近困惑

区 R。

（c） 采用一般梯度法求解该问题时，计算公式为

yk+1 = yk − γk

m∑
i=1

ci(ciy
k − bi).

请证明对于任意满足
0 < γ ⩽ 1∑m

i=1 c
2
i

的常数步长 γ，生成的序列 {yk} 都会收敛到 y∗。
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